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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЯ  

В ПРОСТРАНСТВЕННОМ ПОТОКЕ 

Исследуется актуальная для многих технических приложений задача прямого численного мо-
делирования вынужденных колебаний стержня в потоке, вызываемых его нестационарным простран-
ственным вихревым обтеканием. Описан оригинальный алгоритм численного моделирования, в кото-
ром динамика стержня рассчитывается методом разложения по собственным формам, а процесс 
вихреобразования моделируется бессеточным лагранжевым методом вихревых элементов. Собст-
венные частоты и формы колебаний определяются методом конечных элементов в коммерческом 
пакете MSC.Nastran. В методе вихревых элементов использована гипотеза потока завихренности, 
а в качестве вихревого элемента выбрана новая модель симметричного вортона-отрезка. Гидродина-
мические нагрузки рассчитываются с использованием аналога интеграла Коши – Лагранжа. Про-
граммная реализация метода вихревых элементов использует технологию распараллеливания MPI. 
Представлены результаты тестирования алгоритма на модельной задаче. Динамика стержня описы-
вается шестью первыми тонами колебаний; вихревой след моделируется при помощи нескольких 
десятков тысяч вортонов. В результате расчета за стержнем формируется пространственная вихре-
вая дорожка Кармана, частота схода вихрей близка к наблюдаемой в экспериментах. Исследовано 
пространственное движение стержня. Получены траектории движения сечений стержня и спектр их 
перемещений, в котором преобладает частота схода вихрей Кармана и вторая собственная частота 
колебаний. Установлен эффект снижения лобового сопротивления упругого стержня на 15–20 % по 
сравнению с абсолютно жестким. Разработанный алгоритм позволяет исследовать взаимодействие 
элементов конструкций с набегающим потоком, при этом форма и упругая модель могут быть доста-
точно сложными. По сравнению с известными сеточными методами предложенный подход позволяет 
существенно сократить время проведения расчетов. 
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NUMERICAL SIMULATION OF FORCED OSCILLATIONS  

OF THE ROD IN THE SPATIAL FLOW 

A relevant for number of technological applications problem of the direct numerical simulation of 
forced rod oscillations in the flow is investigated. The oscillations are caused by unsteady three-
dimensional vortex flow around the rod. An original algorithm for the numerical simulation, in which the 
rod dynamics is simulated by using normal modes analysis method, while the vortex generation process 



Численное моделирование вынужденных колебаний стержня в потоке 
 

 51 

is simulated by using some modification of meshless Lagrangian vortex elements method. Eigenfre-
quencies and eigenmodes are computed by using the finite element method in the commercial software 
package MSC.Nastran. In the vortex element method the hypothesis of vorticity flux is taken into ac-
count, and the original mathematical model of symmetrical vortex fragmenton is chosen as vortex ele-
ment model. Hydrodynamic loads are computed using Cauchy – Lagrange integral analog. The devel-
oped vortex element method-based software uses MPI-parallelism. The results of the algorithm verifica-
tion are presented for the particular model problem. The rod dynamics is described by six lowest 
eigenmodes; vortex wake consists of few tens of thousands of vortex fragmentons. Von-Karman-type 
spatial vortex street is simulated behind the rod and the vortex shedding frequency is close to that ob-
served in the experiments. The spatial motion of the rod is investigated. The trajectories of the rod 
cross-sections motion are obtained as well as their movements’ frequency spectra. The frequency of 
von-Karman vortex shedding and the second eigenfrequency dominate in the spectra. The phenome-
non of the 15-20 % drag reduction for the elastic rod in comparison with the absolutely rigid one is 
pointed out. The developed algorithm enables to investigate the interaction of structural elements with 
the flow, and the shape and the elastic model can be quite complex. In comparison with well-known 
mesh methods the developed approach can significantly reduce the time of calculation. 

Keywords: hydroelasticity, oscillations eigenmodes, finite element method, vortex element 
method, vortisity flux, symmetrical vortex fragmenton, parallel computing, von-Karman vortex street, 
oscillation spectrum, drag force. 

Введение 

Стержень, взаимодействующий с потоком несжимаемой среды, 
является распространенной расчетной схемой, применяемой при мате-
матическом моделировании широкого класса технических систем. 
В случае протяженного жесткого стержня постоянного кругового сече-
ния, помещенного в поперечный поток, гидродинамические нагрузки оп-
ределяются сходом вихрей Кармана и близки к моногармоническим с 
безразмерной частотой Sh 0,2≈  [1]. Однако если рассматриваемый 

стержень является упругим, для правильного описания его вынужден-
ных колебаний в потоке требуется решение сопряженной задачи гид-
роупругости. Данная задача рассматривалась многими авторами, однако 
на сегодняшний день прямое численное моделирование пространствен-
ного обтекания податливого стержня с использованием сеточных методов 
связано со значительными затратами вычислительных ресурсов.  

В настоящей работе в качестве альтернативного подхода предла-
гается использовать в указанной задаче бессеточный лагранжев метод 
вихревых элементов. Данный подход, основанный на рассмотрении 
завихренности как первичной расчетной величины, в ряде случаев по-
зволяет существенно снизить вычислительную трудоемкость задачи. 
При этом возможно рассмотрение пространственных течений в неогра-
ниченных областях.  

Отличием предлагаемой модификации вихревого метода от из-
вестных панельных методов и метода дискретных вихрей [2] является 
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отсутствие необходимости явного задания линии отрыва потока от по-
верхности обтекаемого тела за счет использования гипотезы потока 
завихренности [3]. 

К настоящему времени авторы имеют опыт применения различ-
ных модификаций вихревых методов для моделирования обтекания 
неподвижных жестких тел [4]. Целью настоящей работы является по-
строение и тестирование алгоритма решения сопряженной задачи гид-
роупругости. 

Математическая модель 

Рассматривается прямолинейный стержень длиной L, имеющий 
постоянное поперечное сечение в форме кольца радиусом R с толщи-
ной стенки h. Стержень имеет погонную массу γ , материал стержня 

изотропный с модулем упругости E и коэффициентом Пуассона ν . 
Концы стержня неподвижно закреплены и заглушены. Стержень по-
мещен в поток несжимаемой среды постоянной плотности ρ, имеющей 

скорость V∞


 (рис. 1).  

 

Рис. 1. Расчетная схема стержня в поперечном потоке 

Вязкость среды μ  считается малой, что позволяет применить 

подход Прандтля и рассматривать влияние вязкости только как причи-
ну генерации завихренности на обтекаемой поверхности. Внешнее те-
чение считается идеальным. 

Математическая модель сопряженной задачи гидроупругости 
имеет вид 

4 2 5

4 2 4
[ ]HEJ J p

x t x t

∂ ∂ ∂+ γ + κ =
∂ ∂ ∂ ∂

u u u
Q , 

0∇ ⋅ =V , 
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2( ) ,
p

t

 ∂ μ+ ⋅∇ = ∇ − ∇ ∂ ρ ρ 

V
V V V  

где u  – вектор перемещения профиля в сечении стержня; V  – поле 
скоростей жидкости; p  – давление. Граничные условия соответствуют 

заделке концов стержня, прилипанию жидкости к обтекаемой поверх-
ности 0 ( , )K K x t= +r r u  и затуханию возмущений на бесконечности: 

/2, /2
/2, /2

0
x L L

x L Lx=−
=−

∂= =
∂
u

u , ( , )K Kt =V r r , 
r

∞→∞
→V V , 

r
p p∞→∞

→ . 

Начальные условия соответствуют равновесному положению 
стержня в покоящейся среде.  

Таким образом, сопряжение упругой и гидродинамической под-
систем осуществляется за счет удовлетворения граничных условий на 
подвижной границе ( , ),K x tr  перемещение которой определяется дей-

ствующими гидродинамическими нагрузками. 

Численный метод 

Для решения описанной выше задачи гидроупругости разработан 
оригинальный алгоритм и реализующий его программный комплекс. 
Для решения уравнений гидродинамики применяется бессеточный ла-
гранжев метод вихревых элементов [3]. Поле завихренности в вихре-
вом следе моделируется симметричными вортонами-отрезками [4]. Для 
выполнения граничного условия прилипания на обтекаемой поверхно-
сти из этих же вихревых элементов строится система замкнутых вор-
тонных рамок, как показано на рис. 2.  

Поверхность стержня заменяется системой многоугольных (чаще 
всего – четырехугольных) панелей. Деформация стержня описывается 
вектором перемещений вершин панелей { }q . Для каждой панели зада-

ны контрольная точка 0
jk , расположенная в центре панели, и вектор 

единичной внешней нормали 0
jn . Вихревая рамка располагается на ма-

лом расстоянии β  над панелью и состоит из jm  вортонов-отрезков, 

характеризуемых положениями маркеров j
sr  и вихревых векторов j

sh , 

1, ..., js m=   . 
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Рис. 2. Расчетная схема вортонной рамки над панелью  
обтекаемой поверхности 

Циркуляции вихревых рамок находятся из условия равенства 
нормальных компонент вектора скорости среды и обтекаемой поверх-
ности в контрольных точках, аналогично методу дискретных вихрей 
с замкнутыми вихревыми рамками [5]. Далее в соответствии с моделью 
потока завихренности [6] весь вихревой слой на поверхности тела ста-
новится свободным и формирует вихревой след. В расчетах этот про-
цесс моделируется разделением вортонных рамок на отдельные ворто-
ны-отрезки, маркеры которых движутся по траекториям жидких час-
тиц, а вихревые векторы изменяются в соответствии с уравнениями 
гидродинамики, как описано в работе [4]. Интенсивности вортонов-
отрезков определяются в момент разделения вортонных рамок и далее 
остаются постоянными. 

Для расчета поля скоростей среды по известным положениям 
и интенсивностям вортонов используется закон Био – Савара; для вос-
становления давления используется аналог интеграла Бернулли и Ко-
ши – Лагранжа [7]. Численное интегрирование уравнений движения 
вортонов-отрезков производится явным методом Эйлера первого по-
рядка точности с постоянным шагом .tΔ  

Алгоритм метода вихревых элементов допускает эффективное 
распараллеливание: в разработанном программном комплексе, осно-
ванном на использовании технологии MPI, доля параллельного кода 
доведена до 98 %, что позволяет производить расчеты на вычислитель-
ных кластерах, содержащих десятки вычислительных ядер [8–10]. 

Для моделирования упругой подсистемы используется метод раз-
ложения по собственным формам колебаний. Вектор перемещения уз-
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лов сетки на поверхности { }q  связан с вектором главных координат 

{ }ϕ  при помощи матрицы собственных форм: { } [ ]{ }q A= ϕ . 

Рассматриваются малые колебания стержня с линейным модаль-
ным демпфированием, что позволяет рассматривать систему независи-
мых дифференциальных уравнений для главных координат: 

2{ } [ ] { } [ ] { } { },diag diag Hfϕ + δ ω ϕ + ω ϕ =   

где δ  – коэффициент модального демпфирования; [ ]diagω  – диагональ-

ная матрица собственных частот; { }Hf  – вектор нагрузки, приведен-

ный к главным координатам.  
Вводится допущение о постоянстве гидродинамической нагрузки 

на шаге интегрирования ,tΔ  что позволяет использовать аналитиче-

ское решение уравнения малых колебаний для определения обобщен-
ных координат и скоростей на шаге: 

{
( ) }

2 2 2
1 2 2 2

2 2

exp( )
( ) 1 ( ) cos( 1 )

1

( ) ( ) sin( 1 ) ,

k k
k i k k i k k

k k

k k i k k i k k

f n t
t n t f n t

n

t n t f n t

+
− ω Δ  ϕ = + × ω − ϕ − ω − Δ + ω ω −

 + ω ϕ + ω ϕ − ω − Δ 
 

{
( )

2 2
1 2

2

exp( )
( ) 1 ( ) cos( 1 )

1

( ) ( ) sin( 1 ) .

k
k i k i k

k
k i k k i k

k

n t
t n t n t

n

f
n t t n t

+
− ω Δ  ϕ = − ϕ ω − Δ + −

  + − ϕ + ω ϕ ω − Δ  ω   




 

Собственные частоты и формы колебаний определяются методом 
конечных элементов (рис. 3). В препроцессоре Patran на поверхности 
стержня строится сетка из четырехугольных элементов, используемая 
для конечно-элементного расчета. Координаты узлов конечных эле-
ментов используются для задания описанных выше панелей на профи-
ле в гидродинамическом расчете. Матрицы [ ]diagω  и [ ]A  находятся 

с помощью решателя SOL103 пакета MSC.Nastran.  
Тестирование алгоритмов производилось путем сравнения с из-

вестными экспериментальными результатами М.Б. Гафурова, М.А. Иль-
гамова [11]. Подробное описание проведенных расчетов приведено 
в работе [12]. 
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Рис. 3. Блок-схема процесса подготовки исходных данных 

Вычислительный эксперимент 

В качестве модельной задачи рассматривался стержень с пара-
метрами 1,1 м,L =   0,025 м,R =   0,001 м,h =   изготовленный из изо-

тропного материала ( 92 10 Па,E = ⋅  0,3,ν =  1,1 кг/мγ =  ). Коэффициент 

модального демпфирования принимался 0,05.δ =  Конечно-элементная 

модель содержала 1792 элемента типа QUAD4, что в методе вихревых 
элементов соответствовало 16 панелям в окружном направлении, 
110 панелям вдоль образующей и 32 панелям на торцах. Скорость на-
бегающего потока была принята равной 1 м/с.  

При разложении по собственным формам были использованы 
шесть низших тонов колебаний. Формы колебаний в плоскости Oxy 
показаны на рис. 4. В силу симметрии стержня собственные частоты, 
соответствующие формам колебаний в ортогональных плоскостях, по-
парно совпадают: 

1,2 26,6Гц,ω =  3,4 70,8Гц,ω =  5,6 132,7Гц.ω =  

 

Рис. 4. Используемые собственные формы колебаний 
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В расчете проводилось моделирование переходного режима от 
момента времени 0t =  до 1c.t =  Шаг интегрирования уравнений был 

выбран 0,001c.tΔ =  Вихревой след за стержнем в момент окончания 

расчета представлен на рис. 5, где точками обозначены положения 
маркеров вихревых элементов. 

 

Рис. 5. Вихревой след за стержнем в момент времени t = 1 c 

На рис. 5 заметны характерные «вихревые сгустки», соответст-
вующие крупным вихрям Кармана. В среднем сечении след за стерж-
нем имеет характерный вид вихревой дорожки (рис. 6). 

 

Рис. 6. Дорожка Кармана за стержнем в сечении Oxz 

В ходе численного моделирования установлено, что под действи-
ем набегающего потока стержень в плоскости Oxy изгибается в основ-
ном по первой собственной форме (рис. 7), тогда как в плоскости Oxz 
проявляется вторая собственная форма. В результате движение сече-
ний имеет сложную траекторию (рис. 8). 

 

Рис. 7. Деформированная форма стержня в момент времени t = 0,1 c  
(перемещения увеличены в 30 раз) 
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Рис. 8. Траектории центров сечений стержня при 0,8 < t < 1,0,  
соответствующих пучностям 1-й и 2-й собственных форм 

На рис. 9 в качестве примера приведены зависимости от времени пе-
ремещений среднего сечения стержня (x = 0) в направлении осей Oy и Oz.  

Анализ поперечных перемещений сечений показал, что в направ-
лении потока после окончания переходного режима (при t > 0,3 c) воз-
никает статический прогиб, форма которого близка к первой форме 
колебаний, и вынужденные колебания. В спектре вынужденных коле-
баний преобладают частоты, равные 66 и 3,3 Гц, близкие ко второй 
собственной частоте и частоте схода вихрей Кармана соответственно. 

 

Рис. 9. Зависимости перемещений среднего сечения стержня (x = 0)  
от времени: сплошная линия – перемещение вдоль оси Oz (поперек  

потока), пунктирная линия – вдоль оси Oy (вдоль потока) 

На рис. 10 показан фрагмент спектра перемещений среднего се-
чения в окрестности частоты схода вихрей Кармана, в котором частоты 

приведены к числам Струхаля: 
2

Sh .
fR

V∞

=  
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Рис. 10. Фрагмент спектра перемещений центра  
среднего сечения стержня в направлении оси Oz 

Также установлено, что вынужденные колебания стержня приво-
дят к некоторому снижению лобового сопротивления. На рис. 11 пока-
заны зависимости силы лобового сопротивления для жесткой (rigid) и 
упругой (elastic) моделей.  

 

Рис. 11. Лобовое сопротивление упругого и абсолютно жесткого стержней 

Среднее значение силы лобового сопротивления, показанное на 
рис. 11 сплошной линией, снижается при этом примерно на 15–20 %. 

Отметим, что среднее время проведения расчета на четырехъя-
дерных персональных ЭВМ не превышало суток. Объем необходимой 
оперативной памяти не превышал 10 Мб; суммарный объем дискового 
пространства при сохранении результатов на каждом шаге расчета не 
превышал 100 Мб. При проведении аналогичных расчетов сеточными 
методами затраты вычислительных ресурсов, как правило, получаются 
на порядок бóльшими. 
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Заключение 

Разработанный алгоритм позволяет исследовать взаимодействие 
элементов конструкций с набегающим потоком, при этом форма и уп-
ругая модель могут быть достаточно сложными. Для определения соб-
ственных частот и форм колебаний используется широко распростра-
ненный комплекс пакетов Nastran–Patran, а для расчета течения жидко-
сти – метод вихревых элементов.  

По сравнению с известными сеточными методами предложенный 
подход не требует построения и перестроения расчетной сетки в об-
ласти течения, позволяет сосредоточить вычислительные ресурсы 
в сравнительно малой области пространства вблизи и позади обтекае-
мой поверхности, где завихренность отлична от нуля. Это помогает 
существенно сократить время проведения расчетов и затраты вычисли-
тельных ресурсов, что особенно важно в инженерной практике при по-
иске наилучших технических решений путем анализа большого коли-
чества вариантов. 
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